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Tipps zu Hypothesentests

Es folgen Beispiele mit Erklarungen und Tipps zur Anwendung von Hypothesentests bezliglich des
Parameters p einer Binomialverteilung.

Beispiel fiir linksseitigen Test:

Vermutung: Ein Wirfel zeigt zu wenig Sechsen (Hy: p < 1/6). Wenn bei 100 Wiirfen nur 12 oder
weniger Sechsen erscheinen, mochte sich jemand beschweren. Wir groR8 ist die Wahrscheinlichkeit,
dass sich die Person zu Unrecht beschwert?

Hier handelt es sich um einen Hypothesentest mit den folgenden Hypothesen (und daneben die
jeweiligen Annahmebereiche):

Ho: p = Annahmebereich von Hg: {13, ..., 100}  (Hokdnnte auch p = % lauten.)

Hip< Annahmebereich von Hy: {0, ..., 12} (Dies ist auch der Ablehnungsbereich von Hy.)

ANlRr O |-

Wie grol8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich eine Person bei dieser Entscheidungsregel beschwert,
obwohl der Wirfel OK ist? Das ware die Wahrscheinlichkeit, dass mit einem Wirfel, bei dem alles OK
ist (also p = 1/6 ist), die Anzahl der Sechsen hdchstens 12 betrdagt, wenn 100-mal gewdrfelt wird.
Diese Wahrscheinlichkeit kann in einer Tabelle der kumulierten Binomialverteilung abgelesen (mit
n = 100 und p = 1/6) oder der entsprechende Menipunkt des Taschenrechners fiir die kumulierte
Binomialverteilung verwendet werden. Alternativ kann diese auch mit der Eingabe der unten zu
sehenden Summe in den Taschenrechner berechnet werden.

Die Fehlerwahrscheinlichkeit dafir, dass Hy verworfen bzw. H; angenommen wird, obwohl Hg richtig
ist, wird mit a bezeichnet und ist die Wahrscheinlichkeit fur den Fehler 1. Art.

o = P(“Ho wird verworfen, obwohl Hq richtig ist“) = P(X <12 | p=1/6) = 0,1297

100)

Taschenrechner: Y12, (120) - (1/6)* - (5/6)190~% und fiir ( . ) Wird 100 nCr x eingeben.

Tabelle (n =100, p = 1/6, http://alles-mathe.de/Binomial-Tabelle/Binomialverteilung-Tab.html):

k |[PX<k)
10/0.042696
11/10.077719
12 0.129671
13|10.200005
14| 10.287421

Wie muss die Entscheidungsregel gedndert werden, wenn diese Fehlerwahrscheinlichkeit maximal
5% betragen soll? Oft wird hier von o = 5% gesprochen. Bei dieser Fragestellung ist a dann aber eine
Obergrenze fiir die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art, da die Binomialverteilung keine stetige
Verteilung ist und dieses a wird auch als Signifikanzniveau bezeichnet.

Bei dieser Fragestellung ist der Annahmebereich {0, 1, ..., k} von H; bzw. die Obergrenze k dieses
Bereichs unbekannt. Nun kann aus der Tabelle der Binomialverteilung mit n = 100 und p = 1/6 das
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groRte k abgelesen werden, so dass gerade noch P(X < k) < 0,05 gilt. Es ergibt sich k = 10, siehe
Tabelle oben. Statt einer Tabelle kann auch die Funktion des Taschenrechners zur Berechnung der
(kumulierten) Binomialverteilung verwendet werden.

Wir kénnten auch durch Probieren mit dem Taschenrechner das gréBte k suchen, fiir das gerade

noch die Bedingung P(X < k) = YX_, (120) - (1/6)* - (5/6)*°°7* < 0,05 erfilllt ist.

Bemerkung:

Ist ein alternatives p bekannt, z.B. falls vermutet wird, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eine Sechs nur
1/10 betragt, dann kann auch die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art, als fir B, berechnet
werden. Alle Berechnung von oben beziiglich a wiirde aber analog durchgefiihrt werden.

Ho: p = Annahmebereich von Hg: {11, ..., 100}

| ir

Hip= n Annahmebereich von H;: {0, ..., 10}

o

B = P(“Ho wird beibehalten, obwohl H; richtig ist“) = P(X > 11 | p = 1/10)

D.h., bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit a wird p von Hy verwendet und fiir die Berechnung
der Wahrscheinlichkeit B das p von H; (was dann nur bei einem gegebenen alternativen p, wie oben,
moglich ist).

Es gilt (mit n =100 und p = 1/10):
B=P(X>11)=1-P(X<10)~1-0,5832 =0,4168

Schulbiicher verwenden fir die Wahrscheinlichkeit P(X < 10) bei n = 100 und p = 1/10 auch die
Schreibweise F(100; 0,1; 10). Der Wert 0,5832 kann aus der Tabelle der (kumulierten)
Binomialverteilung fir n = 100 und p = 1/10 (bei k = 10) abgelesen werden oder es wird der
entsprechende Menilpunkt des Taschenrechners verwendet. Es kann aber auch wieder folgende
Summe in den Taschenrechner eingegeben werden:

P(X211)=1-P(X<10)=1- 310, (120) - (1/10)* - (9/10)100-x
Falls der Taschenrechner leistungsfahig ist, kann auch

Pix>11) = 2123, (10°) - (1/107 (9710100

direkt berechnet werden.

Tabelle (n =100, p = 1/10):

k P(X<K)
8 0.320874
9 10.45129

10 0.583156
110.703033
12/0.801821
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Beispiel fiir rechtsseitigen Test:

100 Personen erhalten ein Medikament. Eine Nebenwirkung soll mit einer Wahrscheinlichkeit von
20% auftreten. Vermutung: Diese Wahrscheinlichkeit liegt Giber 20%. Entscheidungsregel: Wenn
mindestens 25 Nebenwirkungen auftreten, wird davon ausgegangen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir
eine Nebenwirkung Uber 20% liegt. Wie groB ist die Fehlerwahrscheinlichkeit a, wenn nach dieser
Entscheidungsregel H; gewahlt wird?

Ho: p=0,2 Annahmebereich von Hq: {0, ..., 24}
H.i:p>0,2 Annahmebereich von Hy: {25, ..., 100}
N Ab 25 Nebenwirkungen wird H; angenommen

a=P(X2=25) (X ist unter Hy binomialverteilt mit n = 100 und p = 0,2)
=1-P(X<24)
=1-0,8686
=0,1314=13,14%

Tabelle (n =100, p =0,2):

k [P(X<k)
23/0.810913
24 0.868647
25/(0.912525
26/0.944167
27 10.965848
28/10.979980

Mit Taschenrechner kann

24

1— 2 (120) . O,ZX . 0,8100_X

x=0
eigegeben werden, oder

100

Z (120) . O,ZX . O,8100_X

x=25
wenn der Taschenrechner leistungsfahig genug ist.

Wie muss die Regel gedndert werden, wenn die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 1. Art maximal 5%
(oder kurz wenn das Signifikanzniveau 5%) betragen soll?

Annahmebereich Hq: {k, ..., 100}
Hier muss das kleinste k bestimmt werden, so dass P(X 2 k) < 0,05 (mit p =0,2 und n = 100) gilt.

Fiir die Verwendung der kumulierten Tabelle stellen wir um:
P(X=k) < 0,05
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1-P(X<k-1)<0,05 | -0,05+P(X<k-1)
0,95 <P(X<k—1)

Hier muss nun das kleinste k — 1 in der Tabelle abgelesen werden, so dass die Bedingung erfullt ist.
Also ist k — 1 = 27 und somit k = 28. Damit gilt P(X 228) =1 -P(X<27) = 1 -0,9658 = 0,0342 < 5%.
Hierzu kann man gedanklich alle k in der Tabellentberschrift durch k — 1 ersetzen (wir wollten hier
den Formalismus gering halten, sonst hatten wir flir k nochmals eine andere Bezeichnung oder einen
Index bei k wie k, verwenden kénnen).

Mit dem Taschenrechner missten verschiedene k testweise eingesetzt und das kleinste k gefunden
werden, flir dass

100
P(X = k) = Z (120) £0,2% - 0,8100-% < 0,05
x=k

gilt oder:

k-1
P(X< k-1) = Z (120) £0,2% - 0,81907% > 0,95 = 1 — 0,05
x=0

Mit k = 28 wiirde man erst ab 28 Nebenwirkungen behaupten, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Nebenwirkung tGber 20% liegt und dabei mit einer Wahrscheinlichkeit von maximal 5% falsch liegen.
D.h. in maximal 5% der Falle kdénnte dann die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer
Nebenwirkung doch nur 20% betragen, wenn man sich nach dieser Regel fiir H; entschieden hat.

Wirde alternativ vermutet werden, dass p = 0,3 gilt, kann auch ein Alternativtest durchgefiihrt
werden, wobei wieder alle Berechnungen beziiglich o analog erfolgen.

Ho: p=0,2 Annahmebereich von Hq: {0, ..., 27}
Hi: p=0,3 Annahmebereich von H;: {28, ..., 100}

Hier kdnnte dann auch wieder
B = P(“Ho wird beibehalten, obwohl H; richtig ist“) = P(X< 27 | p=0,3)

berechnet bzw. abgelesen werden, also die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 2. Art (“Hy wird
beibehalten, obwohl H; richtig ist” bzw. “Entscheidung fir Hy, obwohl H; richtig ist”).

Bemerkungen:
1) Die Tabelle mit den Wahrscheinlichkeiten P(X < k) ist die kumulierte Tabelle und sollte nicht mit
der Tabelle fir P(X = k) verwechselt werden.

2) Wenn Uber die Summe ein k gesucht wird, dann kann man bei einem rechtsseitigen Test mit einem
k Uber dem Erwartungswert | = n-p und bei einem linksseitigen Test mit einem unter p beginnen. Mit
der Standardabweichung o kénnten wir die Lage lber eine o-Umgebung noch genauer abschatzen.

3) Um explizit zu verdeutlichen, dass ein anderes p zu verwenden ist, wurde oben fir die
Wahrscheinlichkeit P(X < k) auch die Schreibweise P(X<k | p =...) verwendet.





